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Ir. A. K. pE GrooT en A. C. vaN RieL

DE STABILITEIT VAN KOLOMMEN EN WANDEN
VAN ONGEWAPEND BETON

U.D.C. 624.022: 624.012.3: 624.075.2

In eerste instantie wordt aandacht besteed aan een ongewapende kolom met
constante beginexcentriciteit. Uitgaande van een sinusvormige uitbuigingslijn
wordt de invloed op de bezwijkbelasting nagegaan van het al dan niet gescheurd
zijn en van de vorm van het o—e-diagram. Vervolgens wordt voor een
parabolisch o—e-diagram een groot aantal kolommen met verschillende rand-
voorwaarden berekend; de uitbuigingslijn wordt hierbij met differentie-
rekening bepaald. De berekeningsresultaten zijn in grafieken weergegeven.

0 Inleiding

Door de tendentie steeds hoger te gaan bouwen is het onderwerp stabiliteit
van betonnen kolommen en raamwerken de laatste tijd meer en meer in de
belangstelling komen te staan.

In verband hiermede is dan ook op theoretisch gebied een versnelde ont-
wikkeling te constateren. Hierbij blijkt steeds meer, dat de theorie, die uitgaat
van een lineair elastisch verband tussen spanningen en vervormingen, het
werkelijke gedrag van de constructie in onvoldoende mate beschrijft.

Als een bijdrage tot verheldering van dit probleem zal in het navolgende
het gedrag van een rechthoekige kolom c.q. wand van ongewapend beton
worden beschouwd.

Het materiaal ongewapend beton is gekozen, omdat van dit constructie-
materiaal de laatste jaren steeds meer gebruik wordt gemaakt.

Voorts kan deze studie worden gezien als een begin van een uitgebreider
onderzoek, dat ook het gedrag van kolommen van gewapend c.q. voorge-
spannen beton omvat,

1 Omschrijving van het probleem

Onderzocht zullen worden de systemen afgebeeld in de figuren la, 2a en 3a.
In fig. la is een kolom weergegeven, die aan één einde verend is ingeklemd.
Aan het andere uiteinde grijpen aan een horizontale kracht, een verticale
kracht en een moment. In fig. 2a is een aan beide uiteinden scharnierende
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Fig. la...c,Fig. 2a ..., Fig. 3a en b. Beschouwde belastingsgevallen.
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kolom getekend, waarop behalve een verticale kracht, aan beide einden een
moment werkt. Deze momenten hebben hetzelfde teken, doch behoeven niet
gelijk in grootte te zijn. Fig. 3a vertoont dezelfde kolom als van fig. 2a, maar nu
zijn de eindmomenten van tegengesteld teken.

De uitwendige momenten kunnen worden verwezenlijkt door de verticale
kracht excentrisch te laten aangrijpen. Op deze wijze ontstaan de figuren
1b, 2b en 3b.

Door in figuur 1b de horizontale kracht gelijk aan nul te stellen, en de veer
oneindig stijf te kiezen, wordt het bijzondere geval verkregen, dat is weerge-
geven in fig. lc. Dit laatste schema kan ook worden afgeleid uit fig. 2b door
aan boven- en ondereinde gelijke excentriciteiten in te voeren. In fig. Ic en 2¢c
is de beginexcentriciteit over de gehele kolomhoogte constant. Dit belastings-
geval wordt door velen als uitgangspunt van de theoretische beschouwingen
gekozen. Ook de kolomberekening volgens de GBV-1962 en volgens de
‘Praktische Richtlijnen’ van het CEB is op dit systeem gebaseerd [1, 2].

De in de figuren 1 ... 3 afgebeelde kolommen zijn statisch bepaalde con-
structies. Wordt geen rekening gehouden met het feit dat de kolom uitbuigt,
dan kan de krachtsverdeling in deze kolommen op eenvoudige wijze met be-
hulp van de elementaire toegepaste mechanica worden bepaald (le-orde
theorie). Wil men echter het werkelijke gedrag beschrijven, dan zal wel dege-
lijk met de uitbuiging rekening moeten worden gehouden (2e-orde theorie),
omdat de grootte van de uitbuiging in belangrijke mate de bezwijkbelasting
van een kolom kan beinvloeden. De bezwijkbelasting wordt bereikt indien:

a. in de maatgevende doorsnede de breukstuik e, wordt bereikt, waardoor de
drukzone verbrijzelt;

b. de kolom instabiel wordt voordat de breukstuik wordt bereikt.

Daar men in de betontechniek — zowel nationaal als internationaal — de be-
zwijkbelasting steeds meer als uitgangspunt van de veiligheidsbeschouwing
neemt (breukmethode!) zal in de volgende hoofdstukken aan de berekening
van de bezwijkbelasting aandacht worden geschonken. De juiste witbuigings-
vorm bij een gegeven belasting is daarbij van belang.

Het bepalen van de juiste uitbuigingsvorm is echter niet eenvoudig. De moei-
lijkheden worden voornamelijk veroorzaakt door de gecompliceerde formules,
die in de meeste gevallen slechts langs iteratieve weg kunnen worden opgelost.
De volgende methoden kunnen worden toegepast:

1. Men kiest een geschikt veronderstelde uitbuigingslijn, waarna in een groot

aantal doorsneden zowel de in- als uitwendige krachten en momenten
worden bepaald. In het algemeen zullen deze niet aan elkaar gelijk zijn. Wel
wordt een informatie verkregen hoe een betere uitbuigingslijn kan worden
gekozen. Bij de gecorrigeerde uitbuigingslijn wordt opnieuw het evenwicht
gecontroleerd. Dit proces kan worden herhaald, totdat binnen een bepaalde
graad van nauwkeurigheid het evenwicht in iedere doorsnede is bereikt [3].
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Het zwakke punt van deze methode ligt bij de beginaanname van de uit-
buigingsvorm. Bij een minder geslaagde keus kan nl. divergentie van het ite-
ratieproces optreden.

Een variant op deze methode — die tevens een vérgaande vereenvoudiging
van het probleem inhoudt — is de onderstelling, dat de uitbuigingslijn sinus-
vormig is [4]. Dan behoeft men slechts 2 parameters van de kromme te be-
palen, nl. de maximale uitbuiging en de afstand tussen de buigpunten van
“de sinuslijn. Deze methode heeft als consequentie, dat het inwendig en uit-
wendig moment slechts in één doorsnede precies aan elkaar gelijk zijn. In
andere doorsneden zal aan het evenwicht niet zijn voldaan, al zijn de afwij-
kingen in het algemeen niet groot. Deze methode wordt nader behandeld in
hoofdstuk 4.

2. De kolom wordt d.m.v. sneden in een aantal moten verdeeld gedacht.

Voor een bepaalde normaalkracht kan, uitgaande van een aangenomen
vervormingstoestand ter plaatse van één van de kolomeinden, met behulp van
differentierekening een uitbuigingslijn worden opgebouwd, zodanig dat in elk
van de sneden aan het evenwicht wordt voldaan. De aldus gevonden uitbui-
gingslijn zal in het algemeen niet aan de gegeven randvoorwaarden voldoen.
Het proces wordt nu zolang herhaald tot de belasting aan de uiteinden de
juiste excentriciteit(en) bereikt [5, 6 en 7]. Deze methode, differentiemethode
genoemd, zal worden behandeld in hoofdstuk 3.

Bij de eerste methode wordt dus voor een gegeven belasting met een bekende
excentriciteit de uitbuigingslijn c.q. vervormingstoestand gezocht. Bij de tweede
methode zoekt men, uitgaande van een vervormingstoestand voor een gegeven
belasting, de bijbehorende excentriciteit.

2 Uitgangspunten
De beschouwingen zullen op de volgende onderstellingen worden gebaseerd:

1. Vlakke doorsneden blijven ook na het belasten vlak.

2. Het spannings-vervormingsdiagram is gegeven. Aangenomen wordt dat

het materiaal zich elastisch gedraagt, zodat bij belasten en ontlasten een-

zelfde o—e-diagram geldt.

Beton neemt geen trekspanningen op.!)

4, De invloed van de schuifspanningen op het gedrag van de kolom wordt

verwaarloosd.

In onbelaste toestand is de kolomas recht.

6. De uitbuigingen van de kolom zijn betrekkelijk klein, zodat als normaal-
kracht in iedere doorsnede wordt aangehouden de verticale ontbondene
van de drukkracht.

*®

o

1) In een enkel geval zal van dit uitgangspunt worden afgeweken, om het effect van het al
dan niet gescheurd zijn te onderzoeken.
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Lijst van notaties

Ngs

€hov 1
¢ond J

Im

&1
€y

Omax

aE

aES

> <s

breedte van de kolomdoorsnede (// de buigingsas)
hoogte van de kolomdoorsnede ( | de buigingsas)
lengte van een kolom, aan één zijde (verend) ingeklemd

lengte van een aan beide einden tegen horizontale verplaatsing vastgehouden
kolom

verticale belasting

verticale bezwijkbelasting

knikbelasting volgens Euler

knikbelasting volgens Engesser-Shanley

horizontale belasting

moment

elasticiteitsmodulus in de oorsprong van het o—¢-diagram

tangentmodulus

veerconstante

excentriciteit van uitsluitend de verticale belasting bij de niet uitgebogen kolom

excentriciteit van de verticale en horizontale belasting bij de niet uitgebogen
kolom in de maatgevende doorsnede

excentriciteiten aan boven- en onderzijde bij een aan beide einden tegen horizon-
tale verplaatsing vastgehouden kolom
excentriciteit van de drukresultante, gemeten uit de staafas
maximale waarde van y

a,bh?
- C
specifieke lengteverandering van de uiterste getrokken of minst gedrukte vezel
specifieke lengteverandering van de uiterste meest gedrukte vezel

€&y .
= = kromming

he

breukstuik
specifieke lengteverandering ter plaatse van de overgang van de parabool naar het
rechte gedeelte bij het 0—¢-diagram volgens fig. 15¢
breukspanning van het beton onder druk
= 2a/h, bij een aan één einde (verend) ingeklemde kolom
= [/h; bij een aan twee einden tegen zijdelingse verplaatsing vastgehouden kolom

. nieuwe waarden voor A*, ¢, ... door transformatie naar andere grootte van g,

N
o,bhy
N,

3
o,bhy
= grootste waarde van «, alleen gelet op stabiliteit
Ng
o,bhy
Ngs

verhouding tussen de afstand der buigpunten en de kolomlengte bij een sinus
vormige uitbuigingslijn (zie fig. 6)

hoekverdraaiing aan het kolomeinde

coéfficiént (zie fig. 19)

lengte van een kolommoot bij berekening volgens de differentiemethode

Heron 15 (1967) no. 3/4 69



3 Doorsnedeberekening — buigingss

|

Welke werkwijze ook wordt toe- h

gepast, steeds zullen in één of meer ‘

doorsneden de evenwichtsvoor- b !
waarden moeten worden opge- |
steld. In dit hoofdstuk zal het '
verband tussen grootte en plaats |
van de inwendige kracht en de |

N, |= «abh,
vervormingstoestand worden be- S ~1— e
sproken. wy
De vervormingstoestand wordt t’ doorsnede

gegeven door een specifieke lengte- |
verandering & aan de zijde met l
de grootste drukspanning, en een i |
specificke vervorming & aan de ’
andere zijde van de (rechthoekige)
kolomdoorsnede (zie fig. 4). Ver-
vormingen ten gevolge van druk
worden positief gerekend.

vervormingsdiagram

]"h¢= &y— 31;

verkorting is +
verlenging is —
Fig. 4. Kolomdoorsnede, vervormingen
en tekenafspraak.

De berekening is uitgevoerd voor:

1) een lineair o—e-diagram;

2) een o—e-diagram verlopend volgens een 2e-graads parabool;

3) een parabolisch o—e-diagram als onder 2), met een daarop aansluitend
recht gedeelte.

Steeds wordt hierbij de maximale betonspanning aangeduid met oy, terwijl de
bijbehorende breukstuik ¢, wordt genoemd. Het paraboolvormige o—e-diagram
wordt in de GBV-1962 voorgeschreven en in de ‘Praktische Richtlijnen’ van
het CEB als een van de mogelijkheden genoemd. Het parabolische diagram
met een recht gedeelte wordt voorts in de ‘Praktische Richtlijnen’ van het
CEB als alternatief gegeven.

Fig. 5 bevat een overzicht van de verschillende spannings-vervormings-
diagrammen. Voor een willekeurige vervormingstoestand van de doorsnede
(vastgelegd door e en ) zijn verder de formules gegeven voor:

1) de normaalkracht: ¢ = N/oybh;
2) de excentriciteit van de normaalkracht ten opzichte van het zwaartepunt
van de doorsnede: y/h; = p.
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4 Constante beginexcentriciteit met sinusvormige uitbuiging

4.1  Inleiding

De onderstelling dat een kolom, onderworpen aan een verticale belasting,
sinusvormig uitbuigt is theoretisch alleen juist als wordt uitgegaan van een
ideaal materiaal, dat voldoet aan de Wet van Hooke, en dat in staat is zowel
trek- als drukspanningen onbegrensd lineair-elastisch op te nemen. Beton
bezit deze geidealiseerde materiaaleigenschappen echter niet. In de eerste
plaats is de treksterkte relatief gering, waardoor trekspanningen reeds vrij
spoedig tot scheurvorming aanleiding kunnen geven; in de tweede plaats is het
o—e-diagram niet lineair, maar kromlijnig.

Men mag daarom stellen dat bij beton slechts in uitzonderingsgevallen een
sinusvormige uitbuigingslijn zal optreden. Uit de berekening en beproeving
van een aantal kolommen met constante beginexcentriciteit over de hoogte is
echter gebleken, dat de afwijking tussen een sinusvormige en de werkelijk op-
tredende uitbuigingslijn niet groot is (zie ook par. 5.4).

De onderstelling, dat bij kolommen met een constante beginexcentriciteit
van de verticale belasting de uitbuiging sinusvormig is, kan daarom als een
goede benadering gelden. Bovendien leidt deze benadering bij aldus belaste
kolommen aanzienlijk sneller tot resultaten dan
de meer exacte en meer algemene differentie- !
methode (zie hoofdstuk 5). Dit is aanleiding *
geweest deze benaderingsmethode toe te passen e
om de invloed van de vorm van het o—e-dia- T
gram van het beton op de bezwijkbelasting te |
onderzoeken.

Voorts kan de methode er zeer toe bijdragen
het inzicht in het stabiliteitsprobleem te ver-
diepen.

< [N = cagbh,

4.2 Overzicht van de berekeningswijze

In fig. 6 is afgebeeld een aan het ondereinde in-

geklemde en aan het boveneinde niet gesteunde 1 - 7[_
kolom, ter lengte a. De belasting wordt uit- /leu’

sluitend gevormd door een verticale last, welke b |D ="

t.o.v. de staafas een (begin-) excentriciteit ¢’ heeft. = ‘

Deze belasting doet de kolom uitbuigen over \ !

een afstand f, zodat in de maatgevende door- \ =%

snede (= de inklemming) de totale excentri-
citeit gelijk is aan y, = ¢’ +f.

kclomas\ druklijn

'\,l

Fig. 6. Schema van een sinusvormig uitgebogen kolom. \J 4
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De grootte en plaats van de drukresultante in de maatgevende doorsnede
worden gegeven door de vergelijkingen (1) en (2), welke in algemene vorm
luiden:

a = f1 (e, &) P )
ﬁ:ﬁ(é‘l,&‘z) (2)

De sinuslijn wordt gekarakteriseerd door de buigpuntsafstand 2a/9 en door
de pijl ym.
Voor een sinusvormige uitbuiging geldt:

} (zie fig. 5)

X
= Ym COS ——
SIS g
Voor
x=als y=2¢,
waaruit volgt:

9
e/:ymcos%.....................(3)

Daar de druklijn door het zwaartepunt van de drukspanningsfiguur moet
lopen geldt y,, = phs, waardoor voor vergelijking (3) kan worden geschreven:

]
— = [f cos —

e 2 )

Voor de kromming in de maatgevende doorsnede geldt voorts:

d?y B 7292 g9 — €1

i 7ym4a2:_ht(5>

De waarden van ¢; en & zijn uiteraard betrokken op de maatgevende door-
snede. Stelt men weer »» = fh;, dan wordt vergelijking (5):

w)\2
p 7) —era

(6)

waarin

2a
e (7)
Zijn — zoals meestal het geval — de afmetingen van de kolom, de beginexcen-
triciteit en de vorm van het o—¢-diagram gegeven, dan beschikt men over 4
vergelijkingen (1, 2, 4 en 6), met 5 onbekenden («, f, ¢1, €2 en 9): er is dus één
onbekende te veel om het stelsel te kunnen oplossen.

Men zou nu als volgt te werk kunnen gaan. Neem voor « een bepaalde, niet
te hoge, waarde aan. Aldus heeft men 4 vergelijkingen met 4 onbekenden,
welk geval in principe kan worden opgelost. In het algemeen vindt men echter
niet één maar twee reéle oplossingen, die elk een mogelijke evenwichtstoestand

)’*
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kenmerken. In fig. 7 is dit schematisch weergegeven voor de wortels van ez.
Men kan nu de eerstaangenomen waarde van a geleidelijk verhogen en de be-
treffende berekeningen herhalen tot aan een zodanige waarde van e, dat slechts
één reéle oplossing wordt verkregen. Bij deze oplossing behoort de maximale
waarde voor «, die uit het oogpunt van evenwicht nog mogelijk is. Bij die
waarde van « bezwijkt de kolom door instabiliteit. Als vervanging voor de
ontbrekende vijfde vergelijking kan dus de voorwaarde gelden, dat voor « een
maximum moet worden gezocht.

Bij dit alles is nog niet gelet op de grootte van ez. Het is namelijk heel goed
mogelijk dat bij het bepalen van de maximum-waarde van « de berekening
voor & grotere waarden oplevert dan de breukstuik &,. De formules (1) en (2)
voor een paraboolvormig o—e-diagram blijven namelijk ook geldig als de top
(gelegen bij e,) wordt gepasseerd. Uit fig. 7 blijkt duidelijk dat het bezwijken
van de kolom door het bereiken van ¢, alleen kan worden ingeleid als e, << &top.
In dat geval geldt als vervanging voor de ontbrekende 5e vergelijking de
voorwaarde ez = &,.!) Het bezwijken wordt dan veroorzaakt door verbrijzeling
van het beton védérdat de kolom instabiel is geworden.

In het voorgaande is gesteld, dat het probleem wordt beheerst door de ver-
gelijkingen (1), (2), (4) en (6); voorts moet een maximum voor « worden ge-
zocht, tenzij de breukstuik reeds bij een lagere belasting wordt bereikt. De
bepaling van deze maximumwaarde kan alleen geschieden door een groot
aantal gevallen te berekenen, waaruit dan de maximumwaarde a, kan volgen.

3= Cpax |— — — — — — — o
, <
N |
flz -———f——— <1_ —_—— )
‘.
lt‘._‘_.———iw——\.__¥*_‘_,v;4
i
| A
!
|
I
I
1€ op
—_— —c
Fig. 7. Schematisch verband tussen « en &, Fig. 8. Schematisch verband
bij gegeven ¢’. tussen a, en ¢’

1) Uitgegaan is van de gebruikelijke o—¢-diagrammen waarbij voor grotere vervormingen
dan ¢, de spanning gelijk is aan nul. Dit is een veilige benadering. Uit diverse onderzoekingen
aan centrisch en excentrisch gedrukte korte prisma’s en aan buigbalken is nl. komen vast te
staan, dat het o—e-diagram na het bereiken van ¢, niet abrupt wordt afgebroken maar dat de
spanning geleidelijk naar nul afneemt. De voorwaarde dat ¢, niet mag worden overschreden
kan achterwege blijven wanneer men het volledige o—¢-diagram zou kennen en in rekening

brengen [8].
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In de berekening bleek het eenvoudiger om — in plaats van bij een gegeven
beginexcentriciteit ¢ de maximum waarde voor « te berekenen — bij een ge-
geven a de grootst mogelijke waarde van ¢’ te bepalen.

Uit fig. 8, waarin het verband tussen de maximum waarden van « (ay ge-
naamd) en ¢’ is voorgesteld, blijkt dat beide methoden tot hetzelfde resultaat
leiden. Bij een gegeven beginexcentriciteit ¢’ behoort de bezwijkbelasting ay,
d.w.z. punten boven de kromme lijn zijn bij deze excentriciteit niet mogelijk.
Op dezelfde manier vindt men dat voor een gegeven a, de excentriciteit nooit
groter kan worden dan die behorend bij punt A.

De berekening verloopt thans als volgt: Neem een waarde voor ¢. Daar de
grootte van « gegeven is, kan & uit verg. (1) worden berekend. Door substitutie
van g en g in verg. (2) kan p worden gevonden. Uit verg. (6) volgt nu 9, die
gesubstitueerd in (4) een waarde voor ¢’ oplevert.

De berekening wordt telkens met een andere waarde voor s herhaald
(waarbij es < &y). De gezochte oplossing is die, waarbij ¢’ maximaal is. Door-
dat de beschreven berekening zeer tijdrovend is, vormt de elektronische
rekenmachine een vrijwel onontbeerlijk hulpmiddel.

4.3 Rechtlijnig spannings-vervormingsdiagram

Zoals in de inleiding van dit hoofdstuk reeds is vermeld komt een lineair o—e-
diagram niet overeen met dat van beton. Toch zal aan dit diagram aandacht
worden geschonken, omdat verschillende facetten van de kolomberekening
hiermede kunnen worden verduidelijkt.

Om te beginnen wordt ervan uitgegaan, dat het beton in staat is onbeperkt
trek- en drukspanningen op te nemen; dan zijn de vergelijkingen (la) en (2a)
uit figuur 5 zowel geldig voor het geval dat in de gehele doorsnede druk-
spanningen optreden, alsook voor het geval dat in de doorsnede gelijktijdig trek-
en drukspanningen voorkomen. Uit de vergelijkingen (la), (2a), (4) en (6)
volgt na eliminatie van de onbekenden &1, ¢2 en 9:

M o (M Baen)] . e e e e e e e (8)
In fig. 9 is met een streep-punt-lijn het verband tussen y, en « uitgezet voor
verschillende waarden van ¢'/hs; voor de ‘slankheidsgraad’ is aangenomen
A*¥ = 2alhy = 15.
In fig. 10 is hetzelfde verband weergegeven voor 1* = 30.
De breukstuik is aangehouden op 1,750/go.1) Uit verg. (8) volgt voor « = 0:
¢ Im
—="——=2§
he  hy f
Voorts blijkt, dat alle lijnen asymptotisch naderen tot de waarde ag.

1) Deze ogenschijnlijk vrij willekeurige waarde is gekozen omdat zij tot dezelfde elasticiteits-
modulus in de oorsprong leidt als een parabolisch o-¢-diagram met een breukstuik van 3,5°/,,.
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In verg. (8) wordt het gedeelte tussen vierkante haken steeds kleiner naar-
mate ¢ toeneemt. Voor een gegeven beginexcentriciteit ¢’ moet y, dan steeds
groter worden. De limiet wordt bereikt als:

cos (A* V?)aEeu) =0 en ym = o0

Hieruit volgt:
2* V3age, = 72

Fig. 9. Verband tussen a en y,/h; voor ver-
schillende waarden van ¢’/h, bij A* = 15,
uitgaande van een lineair o—e-diagram.

beton in staat trek- en

drukspanningen op te nemen

beton niet in staat trekspanningen
op te nemen

beton verbrijzelt door bereiken van e,

lijn voor benaderingsformule (10)

bezwijkpunt

bezwijkpunt als geen rekening wordt

gehouden met uitbuiging
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of uitgewerkt:
2
T 122%%,
Vergelijking (9) is identiek aan de knikformule van EuLEr. Na substitutie van
ag = Ngloybhy, A* = 2alhi, 6y = euF en I = 1190k gaat verg. (9) nl. over in:
m2El
(2a)?
Zoals bekend, is bij de ideaal centrisch belaste kolommen (¢’'/h; = 0) tot het
bereiken van ap geen uitbuiging aanwezig (zie ook fig. 9 en 10). Het gedrag

van de centrisch belaste kolom wordt dus beschreven door 2 takken, nl. een
verticale, die samenvalt met de a-as en een horizontale gegeven door ag. Een

N ()

QE

Ng =

Fig. 10. Verband tussen « en y,,/h; voor verschillende waarden van e,/k; bij 2* = 30, uit-
gaande van een lineair o—e-diagram.
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en ander is direct met behulp van verg. (8) aan te tonen. Als ¢'/h; = 0 wordt
verg. (8):

0 :'Z—m [cos (2% V3aed)]

Hieraan wordt voldaan als

Ymlhs = 0 — eerste tak langs a-as, of [cos (A* V3aey)] = 0 — tweede tak
gegeven door ¢g.

In de figuren 9 en 10 is ook aangegeven de lijn voor de ongescheurde door-
snede wanneer deze wordt berekend met de bekende formule:

’

Imi €
he  hyn—1"
In deze vergelijking stelt de waarde n het quotiént voor van de Eulerse knik-
last en de optredende normaalkracht [9]. De lijn valt alleen samen met de lijn
die is berekend met verg. (8) wanneer, zoals in fig. 11 is afgebeeld, de begin-
excentriciteit ¢’ wordt veroorzaakt door een sinusvormige initiéle uitbuiging.
Voor een constante beginexcentriciteit is vergelijking (10) dus een benade-
ring.
De exacte uitkomst, die geheel overeenkomt met het resultaat van vergelij-
king (8), wordt verkregen met de volgende reeks [9]:

yme 4 e'{ n 3n 5n }

ol s B e B T B
|

(10)

(11)

ymy
ym,

1.3

oorspronkelijke
staafas

[

1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10

————— )
uitgebogen . .
staafas Fig. 12. De afwijking tussen de resul-
taten van de benaderingsformule (10)

en de exacte formule (11).

M,

Fig. 11. Kolom met sinusvormige resp. constante beginexcentriciteit.

De afwijking tussen de resultaten van de benaderingsformule (10) en de
exacte formule (11) is ook weergegeven in fig. 12. Hierin is de verhouding
Yme2[ym1 uitgezet tegen verschillende waarden van n. Uit deze figuur blijkt,
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wat ook reeds uit de figuren 9 en 10 volgde, dat de doorbuigingen volgens de
exacte berekening groter zijn dan die volgens de benaderingsformule (10).

In het voorgaande is ondersteld, dat het materiaal in staat is trekspanningen
op te nemen. Nu zal worden nagegaan, wat de gevolgen zijn als dit niet het
geval is. Wordt e; in verg. (1b) c.q. (2b) van fig. 5 nul gesteld, dan blijkt dat
de doorsnede zal scheuren als

Im 1

P = =%

In de figuren 9 en 10 is het gebied waarin geen trekspanningen optreden ge-
arceerd. Vanaf het ogenblik dat scheuren optreden wordt het probleem be-
heerst door de verg. (1b), (2b), (4) en (6). Het blijkt niet mogelijk de onbe-
kenden in expliciete vorm te geven. In fig. 9 en 10 zijn de berekende krommen
met een getrokken lijn aangegeven. Uiteraard gaan alle krommen door het
punt ¢ = 0, 8 = 0,5. Alleen voor ¢'/h; = 0 wordt de waarde ez bereikt. Elke
andere kromme voor ¢'/h; vertoont een maximum, dat lager ligt dan g en af-
neemt naarmate ¢'/h; groter wordt.

Wordt niet gelet op het al dan niet overschrijden van de breukstuik — m.a.w.
wordt de breukspanning niet gelimiteerd — dan geven de toppen van de krom-
men de belasting aan, waarbij bezwijken t.g.v. instabiliteit optreedt. Op-
vallend is, dat deze toppen vaak zeer laag liggen ten opzichte van de kniklast
van EurLer. Dit is vooral het geval bij de grote excentriciteiten. Uit fig. 10
blijkt b.v. dat bij ¢'/h; = 0,3 het maximum is gelegen bij een waarde van «
die slechts ongeveer 50/y is van ag.

Wordt wel rekening gehouden met het bereiken van de breukstuik, dan kan
het verband tussen « en § worden bepaald voor die toestand, waarbij es = 4.
Hiertoe wordt ¢ uit de vergelijkingen (la) en (2a) c.q. (1b) en (2b) geélimi-
neerd. Voor het geval, dat geen trekspanningen in de doorsnede optreden
(verg. la en 2a) wordt dan gevonden:

l—a (12)
g = B Tttt Co.
In het gescheurde stadium (verg. 1b en 2b) geldt:
1 2
=-— = e e e e e e e e e e e e e 1
p—y— e (13)

Het door de vergelijkingen (12) en (13) gegeven verband is in de figuren 9 en
10 met een stippellijn aangegeven.

In de figuren 9 en 10 is thans aan te geven bij welke waarden van « en 8 de
kolom zal bezwijken als het materiaal geen trekspanningen kan opnemen
(punten A, B, C en D, aangeduid met ).

Figuur 9, welke betrekking heeft op niet te slanke kolommen, toont dat
bezwijken in drie van de vier in beschouwing genomen gevallen wordt ver-
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oorzaakt door het bereiken van &,, m.a.w. door verbrijzeling van het beton.
Bij de slankere kolommen, waarvan het gedrag in figuur 10 is weergegeven,
treedt instabiliteit op voordat &, wordt bereikt. Slechts centrisch belaste en
niet te slanke kolommen met kleine excentriciteiten blijken op het ogenblik
van bezwijken ongescheurd te zijn.

Uit de figuren 9 en 10 blijkt duidelijk de invloed van de uitbuiging op de
bezwijkbelasting. Voor het geval, dat geen rekening wordt gehouden met de
uitbuiging — m.a.w. als wordt volstaan met de doorsnedeberekening — zal de
kolom steeds bezwijken door het bereiken van de breukstuik &,. Voor de be-
schouwde beginexcentriciteiten ¢'/h; worden de aldus verkregen bezwijk-
belastingen aangegeven door de punten A’, B’, C" en D’. Wordt wel rekening
gehouden met de uitbuiging, dan treedt bezwijken op bij de punten A, B, C
resp. D. Vergelijking van de met elkaar corresponderende punten toont de
belangrijke invloed van de uitbuiging, die toeneemt naarmate de slankheid
en de beginexcentriciteit groter worden.

4.4.  Kromlijnig spannings-vervormingsdiagram

Dezelfde beschouwing als hierboven is ook toe te passen als voor het beton
een kromlijnig o—e-diagram wordt aangenomen. Analoog aan de figuren 9 en
10 kan weer een figuur worden samengesteld, waarin het verband tussen « en f8
voor een bepaalde slankheid wordt aangegeven. In figuur 13 is dit verband
geschetst.

Vergelijkt men figuur 13 met de figuren 9 en 10, dan blijkt dat de streep-
stip-lijnen die gelden als beton onbeperkt trekspanningen kan opnemen, met

| — geen trekspanningen

& _ h,
L~ h= 0 f
&
= N ’
¢ =
-\ >
\ — . — beton in staat trek-
- - . en drukspanningen
j op te nemen
= —— beton niet in staat
A trekspanningen op
. te nemen
/ — — — beton verbrijzelt

0,5 ym N door bereiken van e,
h, ° bezwijkpunt

Fig. 13. Schematisch verband tussen « en y,,/k; voor verschillende waarden van ¢’/h; bij een
willekeurige slankheidsgraad en uitgaande van een parabolisch o—e-diagram.

80 Heron.15 (1967) no. 3|4



toenemende f afnemen tot ¢ = 0. De dalende tendentie kan worden aange-
toond door de vergelijkingen op te lossen voor b.v. een parabolisch g—¢-dia-
gram. Voor ¢'[/h; = 0 kunnen de formules in expliciete vorm worden gegeven;
uit de vergelijkingen (lc), (2c), (4) en (6) volgt nl. na eliminatie van de
onbekenden &1, & en 9:

Im 29%2¢,1/3 l/’ 36021 %4e,2
== | P

}Lt 4

" (14)
Uit verg. (14) blijkt, dat § alleen kan toenemen, als ¢ kleiner wordt. Bij de
afleiding van verg. (14) is voor de grotere waarden van f stilzwijgend aange-
nomen, dat het o—e-diagram van beton onder trek verloopt als aangegeven
in figuur 14. Over de juistheid van dit uitgangspunt zou men van mening
kunnen verschillen. Ook voor andere vormen van het o—¢-diagram van beton
onder trek (zoals b.v. een soortgelijke parabool als bij beton onder druk)
blijft de dalende tendentie echter bestaan. De hoogste belasting «¢gs die een
centrisch belaste kolom met gegeven slankheid kan weerstaan, blijkt dus te
liggen bij f# = 0. Uit verg. (14) volgt voor g = 0O:

o / 3605524 %4e,2
T =< ’/ l—aps — —————
Ja -
druk I ~ .
e | of uitgewerkt:
bl

&

e —— e e ot 2l - 1440% 4,2
' - aps = (15)
l T2)%4gy2
trek
—a De grootheid ags is de knikspanning volgens de
Fig. 14. Aangenomen verloop theorie van ENGESSE‘R-SHANLEY.
van de trekspanningen. ~ Volgens deze theorie geldt nl.:
J'EZEt]
BS = (16)
(24)?
of in andere vorm geschreven:
ﬂzEt
gy — — 17
B 120,072 (17)

Hierin is £; de tangentmodulus. Volgens figuur 5 geldt hiervoor:

EZE@_Q%.....”...”....“<W

Eu \ Ey

In deze formule is ¢ de tot het ogenblik van uitknikken over de gehele kolom
aanwezige specifieke samendrukking. De bij deze vervorming behorende
spanning is bij een paraboolvormig ¢—e-diagram:
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& €

az—(Q——>w.. A € L)

Ey Eu,

Eliminatie van &/e, uit de vergelijkingen (18) en (19) geeft met o/oy = a:

a=§WK$..”...”...”...”.@m
Eu
Substitutie van (20) in (17) leidt tenslotte tot dezelfde betrekking als (15).

De lijnen, die in figuur 13 het verband tussen « en § aangeven voor het geval
het beton niet in staat is trekspanningen op te nemen, vertonen een over-
eenkomstig beeld als in de figuren 9 en 10. Hetzelfde geldt voor de lijn, die
aangeeft bij welke waarden van « en 8 de breukstuik wordt bereikt. Uit de
ligging van het snijpunt van deze laatste lijn met de eerder genoemde krom-
men blijkt of de kolom door instabiliteit of door het bereiken van de breuk-
stuik bezwijkt.

4.5 Ulitgewerkte voorbeelden; de invloed van de vorm van het spannings-vervormings-
diagram op de bezwijkbelasting

De berekeningen zijn uitgevoerd voor de o—e-diagrammen, aangegeven in
figuur 15. De berekeningsresultaten zijn weergegeven in de figuren 16A...E,
en wel voor de slankheden A* = 24/h; = 0, 10, 20, 30 en 40. Voor elk
o—e-diagram is uitgezet de grootte van de bezwijkbelasting oy = Nyfoubh;
tegen de beginexcentriciteit eg/h; = ¢'[hs.r) In al deze gevallen is ervan uitge-
gaan, dat het beton niet in staat is trekspanningen op te nemen.

In figuur 18 is voor de diverse diagrammen het verband uitgezet tussen
ay en A* voor het geval de kolommen centrisch worden belast.

De lijnen in de figuren 16a...E berekend met de in fig. 15 getekende o—e-
diagrammen geven alle verwante beelden. De lijnen, berekend met het lineaire
diagram a (fig. 15) maken hierop geen uitzondering. Het verloop wordt in be-
langrijke mate beinvloed door de scheurvorming (zie ook fig. 9, 10 en 13),
waardoor alle lijnen door het punt (¢ = 0; ¢/h; = 0,5) gaan. Andere in-
vloeden zijn uiteraard de vorm van het o—e-diagram en de grootte van de breuk-
stuik c.q. de elasticiteitsmodulus in de oorsprong.

De lijnen, die het verband tussen ay en e/h; aangeven voor de verschillende
o—e-diagrammen, mogen dan wel op het eerste gezicht een tamelijk smalle
lijnenbundel vormen, bij nadere beschouwing blijken toch zeer grote ver-
schillen aanwezig. Om enkele voorbeelden te noemen: Wanneer de slank-
heid A* = 20 geeft diagram a bij ¢y/h; = 0 een bezwijkbelasting, die 1,5
zo groot is als de bezwijkbelasting berekend met diagram b. Voor 4* = 30 en

1) Met de beginexcentriciteit ¢,/k; wordt bedoeld de beginexcentriciteit in de maatgevende
doorsnede. Voor de beschouwde kolommen, waarbij de beginexcentriciteit constant is over de
lengte, geldt ¢,/h; = ¢’/h;. Werkt op het einde van een aan één zijde ingeklemde kolom b.v.
een verticale en een horizontale kracht, dan is ¢y/h, # ¢'/h; (zie fig. 17, blz. 85).
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diagram a
Ey= 5710,
. I
|
|
/ | :
/ | | diagram b
#
| ; Ey= 5710,
arctg E, | |
I 1
1,75 %50 £, =35%
e
[
Wl - \
| |
2° graads- |
parabool ‘ |
pAy |
| I diagram ¢
| | E, = 1000 7,
I |
arctg Ey | |
[T | |
2 0/00 £,=3,5 O/oo
——
- ”AI
e T il
2° graads- |
parabool |
‘[ diagram d
[ E, = 1000 g,
|
arctg Ey |
i |
&, = 2%,
—-
., 084,
— T T 1
2° graads- | |
parabool [ |
[ } diagram e
| | E, = 8005,
arctg E| ’ |
L l |
2%y, #,= 3,5
-

Fig. 15. Overzicht van de verschillende in
beschouwing genomen
og-¢e-diagrammen.
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eo/ht = 0,2 geven de diagrammen c
en d een waarde voor a,, die 1,7 X zo
groot is als die, berekend met dia-
gram b.

Een nadere analyse van de figuren
16 en 18 toont het volgende: De in-
vloed van de ‘afgebogen vorm’ van het
o—e-diagram is te zien door de lijnen,
berekend met de diagrammen a en b
met elkaar te vergelijken. Genoemde
diagrammen hebben in de oorsprong
dezelfde helling en dusdezelfde elastici-

A
g 10
Z |5 A
i
= 0,9\
\
Y
\ \
0.8 \ \‘\ \\ 2
r_2q_
0 \\\ A= ht-—.O
\
0.7 A
\
N \ \
\ \©
0.6 N
\
A \
AN \
N
0.5 - d\Q
\
an\l
\\\ \\
0,4 k)
' >
N
NN
0,3 AN
AN
\\ \
NN
0.2 A\
AN
AN \‘
01 A\ 8
: Y
0 0.1 0,2 03 04 05
€o
—

Fig. 16a ... E. Verloop van de bezwijkbelas-
ting «, als functie van de begin-
excentriciteit ¢,/h;, uitgaande van de
o—¢-diagrammen a...e van fig. 15.
(Op bovenstaande figuur A volgen
B...E op blz. 84/85).
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teitsmodulus. Voor de grote slankheden A* geeft het kromlijnige diagram b een
ongunstiger resultaat dan het lineaire diagram a; de afwijkingen zijn het grootst
bij kleine beginexcentriciteiten en slankheidswaarden in de buurt van 20 a 30
(zie b.v. fig. 18 en bovengenoemd voorbeeld). Bij de doorsnedeberekening
(A* = 0) geeft diagram a steeds de laagste waarden. De invloeden van de
breukstuik c.q. van de elasticiteitsmodulus in de oorpsrong is bij een parabool-
vormig o—e-diagram te ontlenen aan de lijnen berekend met de diagrammen
b en d. Vooral bij de grote slankheden is deze invloed groot. De verhouding

tussen de met beide diagrammen berekende bezwijkbelastingen zal maximaal
bedragen:

E 0
el 75,
EO(S,, = 3,5%00)
Bij 2* = 0 geven beide diagrammen elk dezelfde bezwijkbelasting. Het effect
van de mate van ‘plasticiteit’ is te zien uit vergelijking van de lijnen berekend
met de diagrammen c¢ en d. Omdat bij de grote slankheden instabiliteit op-
treedt, bij waarden van e < 20/g9, geven beide lijnen daar hetzelfde resultaat.
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Fig. 17. Definitie van de beginexcentriciteiten. (Behoort bij noot 1, blz. 82).
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Fig. 18. Verloop van de bezwijkbelasting «, als functie van de slankheid A* bij centrisch
belaste kolommen, berekend met de o—e-diagrammen uit fig. 15.

Bij de kleinere slankheden is diagram c gunstiger. Ten slotte kunnen nog de
beide in de ‘Praktische Richtlijnen’ van het CEB voorkomende diagrammen
worden vergeleken, t.w. de diagrammen b en e. Eerstgenoemd diagram wordt
ook in de GBV-1962 voorgeschreven. Bij de grote slankheden leidt diagram e
tot hogere bezwijkbelastingen dan diagram b als gevolg van de hogere
elasticiteitsmodulus in de oorsprong; bij de kleine slankheden geeft diagram b
daarentegen de hoogste waarden.

Uit het bovenstaande mag de conclusie worden getrokken, dat de keus van
het o—e-diagram belangrijke consequenties heeft. Dit zal in mindere mate het
geval zijn bij kolommen van gewapend beton; immers naarmate meer wape-
ning wordt toegepast speelt het beton relatief een kleinere rol. In feite zou men
dat diagram moeten aanhouden, dat zo goed mogelijk met de werkelijkheid
overeenstemt. De moeilijkheid is echter, dat het verband tussen spanningen
en vervormingen door zeer veel factoren wordt beinvloed. In hoofdstuk
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P.3.1 van de ‘Praktische Richtlijnen’ [2], worden de voornaamste factoren
genoemd. In hetzelfde hoofdstuk wordt opgemerkt, dat de taak van de staticus
te zwaar zou worden, als hij met al deze factoren rekening zou moeten houden.
Men ontkomt dus niet aan een zekere schematisering. Een aannemelijke vorm,
waarmede de werkelijkheid redelijk kan worden benaderd, is de 2e-graads-
parabool. In de hierna volgende berekeningen zal dan ook van deze vorm
worden uitgegaan. De breukstuik wordt in eerste instantie op 3,50/g9 gesteld.
Dit is gedaan, omdat het aldus verkregen o—e-diagram (zie fig. 15, diagr. b)

le door het CEB als één van de mogelijkheden wordt aanbevolen;

2e¢ in de GBV-1962 wordt voorgeschreven;

3e volgens de fig. 16a...E in het belangrijke gebied van de grotere slank-
heden — dus wanneer het bezwijken primair wordt ingeleid door instabi-
liteit — van alle beschouwde diagrammen het veiligste uitgangspunt
vormt.

Zijn de met bovenbedoeld diagram berekende resultaten bekend, dan is het
mogelijk deze te gebruiken voor elke willekeurige waarde van de breukstuik
c.q. elasticiteitsmodulus in de oorsprong, door toepassing van een eenvoudige
transformatie (zie hoofdstuk 7).

5 Differentiemethode, toegepast op eenzijdig verend ingeklemde
kolommen

5.1 Algemene opzet

Ter toelichting hierbij diene het belastingsschema volgens fig. 1b.

Aan het boveneinde van de kolom (met een lengte a) grijpt een verticale
kracht N aan op een afstand ¢’ uit de staafas, alsmede een horizontale kracht H.
Aan het ondereinde van de kolom is een verende inklemming aanwezig, waar-
van het verband tussen de hoekverdraaiing ¢ en het moment M bekend wordt
verondersteld.

Om te beginnen wordt de kolom in een aantal, b.v. 10, gelijke moten
verdeeld.l) Elke moot heeft dan een hoogte Ax = a/10 (zie fig. 19).

De algemene differentiaalvergelijking voor de kromming

d2y
da
wordt vervangen door een differentievergelijking, zodat voor een willekeurig
differentiepunt kan worden geschreven:

=

)’n—Q_yn—l +Yn—2
(Ax)?

Hp-1 — —

1) In principe is het uiteraard mogelijk uit te gaan van niet gelijke stukken. Dit kan b.v.
voorkomen als het gaat om kolommen, waarvan de doorsnede-afmetingen over de hoogte
variéren.
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uitgebogen staafas

L——druklijn

Vo = H
\\\QL\J

“n—1

Bo=2By4— Poa— b (Axy?

o “
fy= /fo_1/zh7°(4x)t‘/2(/

Fig. 19. Schema van een verend ingeklemde kolom met een belasting op het vrije uiteinde.

of:

Xn—1

ﬁn = Q,Bn—l—ﬂn—z - /lt

O L N 010

De afstand tussen de druklijn en de uitgebogen staafas in een punt kan met
behulp van verg. (21) uit de gegevens van de vorige punten worden afgeleid.
Alleen voor f; geldt een andere vergelijking, nl.:

1%0 1

fr=Fo— gy (A2 =00 [ (22)
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Deze vergelijking volgt uit symmetricoverwegingen. De waarde van 6 kan uit

fig. 19 worden afgeleid en is afhankelijk van de helling van de oorspronkelijke

staafas en van de helling van de druklijn. Voor de gebruikelijke kleine waarden
van @ en H/N geldt:

0 — 9 H ) Ax

=2(p )y

Als gegeven worden nu verondersteld:

(23)

1. de normaalkracht N;

de horizontale kracht H;

het M-¢-diagram van de veer;
de kolomlengte a;

O B N

het verband tussen het moment M en de kromming x voor de onder 1. ge-
noemde normaalkracht N; dit verband kan worden weergegeven door een
zgn., M—N-»x-diagram.

In beginsel kan het probleem nu als volgt worden opgelost:

1. Kies in de maatgevende doorsnede een kromming xo.

2. Daar de normaalkracht is gegeven, kan met behulp van het M-N-x-
diagram het moment ter plaatse worden bepaald.

3. Uit dit moment is de afstand Bok; te berekenen, door het moment te delen
door de normaalkracht.

4. Bepaal met het M—g-diagram voor de veer de hoekverdraaiing ¢.

5. Bereken met verg. (22) en (23) de afstand f$14;, waardoor het moment in de
volgende doorsnede verkregen wordt, nl. Nfi/;.

6. Bepaal met het M—N-x»-diagram de kromming aldaar ter plaatse.

7. Met verg. (21) is de afstand foh; te bepalen, waardoor het moment aldaar
vastligt.

8. Bepaal met het M—N-x-diagram de kromming, en zo voort.

Tenslotte wordt in het bovenste punt van de kolom een waarde voor ¢’ gevon-
den, die behoort bij de aangenomen xp in de maatgevende doorsnede. Door de
berekening te herhalen met steeds andere waarden voor »o kan de maximaal
mogelijk waarde van ¢’ worden bepaald.

5.2 M-N—x-diagrammen

Om voornoemde rekenwijze te kunnen toepassen is het noodzakelijk te be-
schikken over AM-N-x-diagrammen. Deze diagrammen kunnen worden be-
rekend als het o—¢-diagram is gegeven.

Zoals vermeld zal alleen het parabolische o—¢-diagram met een breukstuik
van e," = 3,50/ worden onderzocht. De basisvergelijkingen voor de bereke-
ning van een M-—N-x-diagram vormen de verg. (Ic) en (2c) voor het onge-
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scheurde stadium en de verg. (1d) en (2d) voor het gescheurde stadium
(zie fig. 5). De berekening verloopt als volgt:

a. de normaalkracht N is gegeven, waardoor « bekend is;

b. kies een waarde voor eg;

c. bereken met verg. (lc) of (1d) de waarde voor e}

d. bepaal x = (ea—e1)/hs;

e. bereken f met de verg. (2¢) of (2d);

f. bepaal M = pi;N;

Voor iedere gekozen waarde van de normaalkracht volgt dus een kromme.
Tedere kromme eindigt daar, waar e; de waarde ¢, bereikt. De rotatiecapaciteit
van de doorsnede wordt vanaf dat punt overschreden. In fig. 20 is het M—N—x-
diagram aangegeven.

Het gebruik van AM-N-x-diagrammen biedt in principe een universele
mogelijkheid ook meer gecompliceerde constructies bestaande uit kolommen
en balken c.q. wanden en vloeren te berckenen. Als het uitsluitend gaat om de
berekening van kolommen of wanden, kan de oplossing enigszins worden
vereenvoudigd door te werken met f—N-x-diagrammen; deze diagrammen
kunnen eenvoudig uit het M—N-x-diagram worden afgeleid door het moment
te delen door de bijbehorende normaalkracht. Toepassing van f—N—x-diagram-
men maakt het mogelijk het verband tussen f en kromming direct te geven
zonder dat als tussenstap het moment behoeft te worden uitgerekend.

Het verband tussen N, f en x is weergegeven in fig. 21. Met een voorbeeld
zal worden geillustreerd hoe deze grafieck moet worden gelezen.

Stel @ = 0,2 en f = 0,3. Waar de horizontale lijn ¢ = 0,2 de p-krommen
snijdt kunnen de waarden voor ¢ en ez worden afgelezen. De kromming wordt
voorgesteld door de afstand tussen beide snijpunten:

(1,4+1,0)10-3  2,4.10-3

hi ok
Op te merken valt dat de lijn voor f = 0 juist het aangenomen o—e-diagram
voorstelt. De waarden van & en e zijn daar gelijk omdat de doorsnede cen-
trisch wordt belast.

5.3 Ultgewerkte voordeelden

Aangenomen is een rechtlijnig verband tussen het moment M aan de kolom-
voet en de hoekverdraaiing ¢ daar ter plaatse, dus:

A—4:C........................(24)

¥
Hierin is C de veerconstante met de dimensie [kgf-m]. Om de berekening
geheel met dimensieloze grootheden te kunnen uitvoeren, is een nieuwe

‘constante’ 7 ingevoerd:

)/:7—(25)
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Hiermede wordt verg. (24):

(p—M(26)

~ T ubhe?
Voor 7 zijn de volgende dimensieloze waarden gekozen: 0, 0,05, 0,1, 0,2
en 0,4. Voorts is een aantal verhoudingen van H/N onderzocht, nl. 0, 0,01
0,02 en 0,03. De slankheidsgraad A* = 2a/h; is gevarieerd van 0 ... 40 (met
intervallen van 5).

Alvorens de berekeningen uit te voeren is onderzocht in hoeveel moten de
kolomlengte a moet worden verdeeld om een voldoende graad van nauwkeurig-
heid te bereiken. Hiertoe is voor eenzelfde belastingsgeval het aantal delen
gevarieerd. Voor het geval met constante beginexcentriciteit bleek, dat de
berekening met 2 moten voor dezelfde « een excentriciteit opleverde, die slechts
19, lager was dan bij de berekening met 10 kolomdelen. Als een horizontale
kracht aanwezig is, gelijk aan 39, van de verticale last, blijkt bij 5 delen een
nauwkeurigheid van 29, te worden bereikt.

Op grond van het bovenstaande werd de volgende verdeling aangehouden:

5 moten voor kolommen zonder H-kracht;
10 moten voor de overige kolommen.

Hiermee is naar het voorkomt een voldoend hoge graad van nauwkeurigheid
te bereiken.

De resultaten zijn weergegeven in de figuren 22 ... 26; hierin is a, uitgezet
tegen ¢p/h; voor de verschillende waarden van A*. Tevens is de grootte van de
uitbuiging f/h; aangegeven. In principe hadden de resultaten ook gegeven
kunnen worden door «, tegen ¢'[h; uit te zetten. Daar men in de praktijk
echter gewend is te rekenen met excentriciteiten in de maatgevende doorsnede
(ook in de GBV komt ¢y in de formules voor de kolomberekening voor) is aan
de hier gevolgde methode de voorkeur gegeven. De figuren behoeven daarbij
enige toelichting.

Uit de figuren 22a...d kan voor n = 0 (volledige inklemming) en b.v.
A* = 20 een grafiek worden samengesteld als aangegeven in fig. 27. Uit deze
figuur volgt, dat naarmate de kracht  toeneemt de kolommen bij eenzelfde
ay een grotere waarde van ¢, dus een groter inklemmingsmoment kunnen
leveren. Dit hangt samen met de wijze waarop de grootte van ¢, dus van het
inklemmingsmoment, is opgebouwd. In fig. 28a b.v. wordt uitsluitend als
gevolg van een excentrisch geplaatste verticale last een bepaalde waarde van
eo gevonden; het hierbij optredende momentenvlak (le-orde theorie) is recht-
hoekig. In fig. 28b wordt een even grote waarde van ¢y bereikt door dezelfde
normaalkracht centrisch te laten aangrijpen en een passende horizontale
kracht aan te brengen. Het momentenvlak is dan driehoekig. Het is duidelijk
dat dit laatste geval gunstiger is dan het eerste, omdat de uitbuigingen ge-
ringer zullen zijn. In fig. 29 is voor het geval 5 = 0 een grafiek gegeven waaruit,
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uitgaande van eenzelfde ¢, de invloed van de beide in fig. 28 gegeven belastings-
schema’s duidelijk blijkt.

Het bovenstaande doet uiteraard niets af aan het feit dat een horizontale,
in de uitbuigingsrichting werkende, kracht altijd een verlaging van de verti-
cale bezwijkbelasting tot gevolg zal hebben. Het invoeren van zo’n horizontale
kracht betekent immers een vergroting van ¢ en dus een vermindering van ay.

In fig. 30 is voor het bijzondere geval ¢'/h; = 0 en 5 = 0 het verband tussen
au, eolhs en f|h; weergegeven.

Uit de figuren 22 ... 26 blijkt voorts, dat de constante # een grote invloed
heeft. Dit is ook duidelijk te zien in fig. 31, waarbij voor H = 0 en A* = 20
het effect van de veer is weergegeven. De grote invloed van de veer op de
bezwijklast moge voor de constructeur een waarschuwing zijn om in de
praktijk met de te verwachten graad van inklemming rekening te houden.

In figuur 22a is met een arcering het gebied aangegeven, waarin geen trek-
spanningen optreden. De figuur laat zien, dat voor waarden a, < 0,67 (met
uitzondering van de zeer kleine excentriciteiten) volgens de berekenings-
aannamen scheurvorming zal optreden.

De vervormingen ¢; en & op het ogenblik van bezwijken kunnen eenvoudig
worden bepaald. Daar in elk van de figuren 22 ... 26 behalve de bezwijk-
belasting a, ook de uitbuiging f/4; kan worden afgelezen, is de totale excentrici-
teit f = ym/he = eo/hu+f|he bekend (te vinden door horizontale opmeting).
Met behulp van het in fig. 21 gegeven f—N—x-diagram kunnen nu direct voor
de bekende waarden van a, en  de randvervormingen ¢; en & worden be-

paald.

5.4  Vergelyking met de sinusvormige uitbuiging

Het geval H = 0 en 5 = 0 is zowel met de differentiemethode als met de aan-
name van de sinusvormige uitbuigingslijn berekend. In fig. 32 zijn de be-
treffende resultaten met elkaar vergeleken. De overeenkomst is alleszins rede-
lijk te noemen. De benadering met de sinusvormige uitbuigingslijn blijkt aan
de veilige kant.
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6 Differentiemethode, toegepast op kolommen met verschillend
kop- en voetmoment

6.1 Algemene opzet

Ook de belastingsgevallen aangegeven in de figuren 2 en 3 kunnen met de
differentiemethode worden opgelost. De kolomlengte / is hiertoe in 20 gelijke
moten Ax verdeeld (zie fig. 33). Op grond van de in paragraaf 5.3 beschreven
berekeningen met verschillende aantallen moten mag worden verwacht dat
met 20 moten een voldoend hoge graad van nauwkeurigheid wordt bereikt.
Het probleem wordt nu als volgt benaderd:

1. gegeven is « en de excentriciteit aan de onderzijde eona = fok¢;
2. bepaal met het f—N-x-diagram de kromming »o in de onderste doorsnede;
3. kies in de volgende doorsnede een waarde voor x;;

<«—uitgebogen staafas

~———oorspronkelijke staafas

druklijn

IE

. e
Vo= o fin= 2By Pa2—— ot

i

Yoot = Boihe

Vo2 = Pa_ah x

1/20’

P

i
+ K Y2 = Fahy k
} AV TP
1
X Y \

Xo 3
€onder = Po'he |
- 1

Fig. 33. Schema van een kolom met verschillende excentriciteiten aan boven- en ondereinde.
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Fig. 34. Schematisch verband tussen +
%, €N epoy bij gegeven egng.

-
-

o,

4. met het f-N-x-diagram
kan f; worden gevonden;

5. bereken fz met verg. (21);
6. met het p—N-x-diagram
kan »2 worden bepaald;

7. bereken f3 met verg. (21). - +

%1

Y

Deze berekeningsgang wordt
voortgezet totdat enov = Baofu
is bepaald. Vervolgens wordt
het proces herhaald voor an-
dere aangenomen x;-waarden.
De verschillende oplossingen, die alle uit het oogpunt van evenwicht mogelijk
zijn, kunnen nu in een grafiek worden uitgezet. Deze grafiek vertoont een aantal
golven. Er zijn zowel in positieve als in negatieve zin een aantal extreme waar-
den aan te wijzen. Elk van deze ‘toppen’ vertegenwoordigt een evenwichts-
toestand, waarbij bezwijken door instabiliteit kan optreden. Wordt voor elke
oplossing de uitbuigingsvorm beschouwd, dan is direct te zien, dat slechts
twee extreme waarden reéel zijn. Een voorbeeld van genoemde grafiek in het
reéle gebied is gegeven in fig. 34.

6.2  Ultgewerkte voorbeelden

In de figuren 35a...d zijn voor enige slankheden A* = [/h; = 10, 20, 30 en
40 de ‘hoogtelijnen’ voor «, gegeven bij verschillende combinaties van epoy en
¢ond. De figuren zijn a.h.w. overcompleet; op grond van symmetrie-overwegin-
gen had volstaan kunnen worden met het geven van slechts een vierde ge-
deelte (zie het gearceerde gedeelte in fig. 36). Duidelijkheidshalve zijn echter
de volledige figuren gegeven. In fig. 36 is tevens aangegeven welke belastings-
gevallen en uitbuigingsvormen in de kwadranten I...IV optreden. Wanneer
¢ona gelijk is aan enov, dan ontstaat het belastingsgeval met constante begin-
excentriciteit. In de figuren liggen de e¢-waarden dan op een lijn onder 45°
door kwadrant I en III. De resultaten corresponderen met de waarden van
fig. 22a. Wanneer ¢ona €n enov onderling gelijk zijn, maar tegengesteld van teken,
liggen de a-waarden op een lijn onder 135° door de kwadranten II en IV.

Hierbij dient te worden opgemerkt, dat in de berekening is gebleken dat in
sommige gevallen, waarbij eona precies gelijk is aan —epoy, een waarde voor ay
kan worden gevonden, die veel hoger ligt dan de waarde voor «,, die zou vol-
gen wanneer ¢ona slechts een fractie zou verschillen met —enoyv. Zelfs blijken
waarden te kunnen optreden hoger dan de knikbelasting behorende bij een
centrisch belaste kolom met een slankheid A* = [/A;.
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Fig. 35a...d. Verloop van de bezwijkbelasting «, als functie van de excentriciteiten aan

boven- en ondereinde, uitgaande van een parabolisch c—¢-diagram met een breukstuik van

3>50/00'

Dit laatste kan als volgt worden ingezien. Wanneer men over de diagonaal
in het le kwadrant (eena = enov) naar de oorsprong van de grafiek gaat, dus
wanneer men de over de hoogte van de kolom aanwezige constante begin-
excentriciteit laat afnemen, dan loopt a, op tot de waarde, die behoort bij de
centrisch belaste kolom met de slankheid A* = [/k;. Zou men over de andere
diagonaal naar de oorsprong gaan, zodat enoy = —¢ond, dan blijft de kolom een
s-vormige uitbuigingslijn houden. Ter plaatse van de oorsprong wordt een
waarde voor a, gevonden, die behoort bij een slankheid 1*/2. Deze waarde
ligt uiteraard hoger dan de eerste, en kan slechts in theorie gehandhaafd
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blijven. Een oneindig kleine kracht is voldoende om deze knikvorm te doen
veranderen, z6 dat in de uitbuigingslijn slechts één golf optreedt. Aan oplos-
singen voor a, die alleen gelden voor het geval dat ema precies gelijk is aan
—epoy kan uiteraard geen praktische betekenis worden toegekend.

Bij kleine slankheden lopen de ‘hoogtelijnen’ voor a, soms evenwijdig aan
de e-assen. Dit is hoofdzakelijk het geval in de kwadranten II en IV. De
grootte van epov is daar dus onafhankelijk van emna en omgekeerd. Dit feit wordt
veroorzaakt doordat het bezwijken van de kolom wordt ingeleid door het be-
reiken van de breukstuik ter plaatse van het kolomeinde waar de grootste
excentriciteit aanwezig is.

Uit symmetrie-overwegingen volgt verder, dat voor een kolom waarbij enov
een gegeven waarde heeft en eona = 0, dezelfde bezwijkbelasting geldt als voor
een 2 X zo lange kolom van hetzelfde profiel, waarbij eona precies gelijk is aan
—enov (zie fig. 37).

In de fig. 38a...d zijn tenslotte de hoek-
verdraaiingen aan de kolomeinden gegeven.
De figuren gelden voor de combinaties van
eona/ht en enov/h:, gelegen in het door een
arcering aangegeven gedeelte van fig. 36.
Aan de hand van een voorbeeld zal worden
getoond, hoe met fig. 38a...d kan worden
gewerkt.

Gegeven: A* = [/h; = 20

v 40,2155 2 — 0,2

¢ hy

=Y

Fig. 36. Het gebied uit fig. 35 waarmee

Gevraagd: de hoekverdraaiingen aan de in principe kan worden volstaan.
einden.
Uit fig. 35b volgt de bezwijkbelasting: -

= et
oy — = 0,5 (punt A) /r —/

" Gubhy

Als ingang tot fig. 38b worden gebruikt de , /
parameters €ona//: en a,. Gevonden wordt: - \ buigpunt

@ona = —0,010 (punt B) /
Phov = +O>019 (Punt C) J-f €ond = Chov
De tekenafspraak is in de figuur aangegeven. Fig. 37.
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7 Invlced van de breukstuik

De in de vorige hoofdstukken gegeven grafieken gelden voor een bepaalde
waarde van de breukstuik. Het is echter mogelijk de grafieken door transfor-
matie ook te gebruiken voor andere waarden van de breukstuik.

Als wordt uitgegaan van een sinusvormige uitbuiging wordt het probleem
beheerst door de verg. (1), (2), (4) en (6). De doorsnedevergelijkingen (1) en
(2) (zie fig. 5) kunnen in zodanige vorm worden gebracht, dat &, alleen voor-
komt in de quotiénten eifey en esfe,. Verg. (4) blijft onveranderd, terwijl
verg. (6) geschreven kan worden als:

&9 &1

b — 172ea (2 2)

Euy Euy

Aan de 4 vergelijkingen verandert dus niets als het produkt 2*2e, constant wordt
gehouden.

Hetzelfde geldt ook als de differentiemethode wordt toegepast. Bij deze
methode wordt het probleem beheerst door het f—N—x-diagram en de differen-
tievergelijkingen (21) en (22). Het f—N—x-diagram is in feite niets anders dan
cen grafische weergave van de vergelijkingen (1) en (2). Verg. (21) kan ook ge-
schreven worden in de vorm:

&9 &1
e e
5
Deze vergelijking heeft geen invloed op het berekeningsresultaat als het pro-
dukt (Ax)?-e, ongewijzigd blijft. Bij een gelijkblijvend aantal moten Ax geldt
ook hier dat het produkt e, (c.q. A*2e,) ongewijzigd moet blijven om dezelfde
waarden voor a, f, e1/eu en e2/ey te verkrijgen.

Uit de vergelijkingen (22) en (23) volgt:

(Ax)2-eu. o v v v oo (27)

ﬁn - Qﬁn41*ﬂn—2 -

&9 €1

lew e H ) Ax

= fo— = Ax)2-ey — | — — .o ... (28

fr="Fo— 5 (Ax)2-¢ <N+77a50 I (28)

Om de berekeningsresultaten niet te beinvloeden, zullen zoals uit vergelijking

(28) blijkt, de produkten (H/N)-Ax en 7-Ax ongewijzigd moeten blijven,
m.a.w. (H/N)A* en nA* mogen niet veranderen.

Uit het bovenstaande blijkt, dat als de breukstuik &, wordt gewijzigd in &,
de oorspronkelijke 2* moet worden veranderd in een ‘nieuwe’ 2* volgens de
formule:

AR2gy = J¥2.g,

of:

o (29

u

108 Heron 15 (1967) no. 3/4



De horizontale kracht A en de constante % wijzigen volgens de formules

ﬁ:HV@ N € 10)
Ey
£
P )
Ey

De waarden van § (en daarmede f]h;), €1/eu, €2/eu en dus x/e, blijven — zoals
vermeld — in de berekening ongewijzigd, zodat geldt:

€1 &y

T of =t (32

Ey Ey Eu
ézzaz-fﬁ................(33)

Eu
P ¢ 1

Ey

Aan de hand van een voorbeeld zal de werkwijze worden verduidelijkt.
Gegeven is: het o—e-diagram is parabolisch waarbij ey = 20/go; A* = 26,4;

B 000765 5 = 0; @ —0.19
N T TR

Gevraagd wordt de bezwijkbelasting a, te bepalen, alsmede de vervormings-
toestand in de maatgevende doorsnede.

Voor een parabolisch o—¢-diagram met een breukstuik van 3,59/ zijn de be-
rekeningsresultaten bekend (fig. 20 ... 26). Daarom zal worden getransfor-
meerd naar &, = 3,5%40. De ‘nieuwe’ dus getransformeerde grootheden worden
weer van een streep voorzien. Uit de verg. (29), (30) en (31) volgt resp.:

- 1/ éu Wéﬁ
Je = |/ = 26,4 ]/_ﬁ:: 0
ey V352
A H /e 3,5
S [/ =0,0076 |/ 2% = 0,01
T o0 |5~ 00
o/ ﬁ
7 =n 61:0 x |/=2==0
&y 2

Nu deze gegevens zijn bepaald, kan uit fig. 22b de bezwijkbelasting en de
grootte van de uitbuiging worden afgelezen.
Gevonden wordt:

Oy = 0,26
en

flhe = 0,11
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De totale uitbuiging bedraagt f = ym/h: == eo/hs+flhi = 0,194-0,11 = 0,30.
Uit het g-N-x diagram (fig. 21) volgt dan:

& = —1,50% en & = —|—-1,980/00
Deze waarden behoren bij &, = 3,5%/00; de gezochte waarden zijn volgens

verg. (32) en (33):

2
£ = §1><§g = “”0,860/00

>

g2 = & X — = +1,130/q9
35
N,
N
zZS
s |
Il — I
s Fra
T 09 ™ h
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Fig. 39. Grafick, waarmede de bezwijkbelasting van kolommen, belast met een constante
beginexcentriciteit, kan worden bepaald voor verschillende slankheden; de grafiek geldt voor
een parabolisch o—¢-diagram, waarbij voor de breukstuik c.q. elasticiteitsmodulus in de oor-
sprong een willekeurige waarde kan worden aangenomen.

De mogelijkheid tot transformatie impliceert, dat voor een gegeven vorm van
het o—e-diagram grafieken kunnen worden samengesteld, die onafhankelijk zijn
van de breukstuik &, c.q. de elasticiteitsmodulus Ey in de oorsprong. Voor een
parabolisch o—¢-diagram is voor het bijzondere geval 5 = 0 en H/N = 0 een
dergelijke grafiek in fig. 39 weergegeven.

8 Slotbeschouwingen

De methode met de sinusvormige uitbuigingslijn bleek voor het belastings-
geval met constante beginexcentriciteit resultaten te leveren, die weinig af-
weken van die, verkregen met de meer exacte differentiemethode. De rekentijd
van eerstgenoemde methode is echter aanzienlijk korter. In beginsel is het
mogelijk de methode met de sinusvormige uitbuigingslijn ook te gebruiken voor
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die belastingsgevallen waarbij aan boven- en ondereinde verschillende excen-
triciteiten aanwezig zijn [1]; de berekening wordt dan echter veel gecompli-
ceerder en het voordeel ten opzichte van de differentiemethode vermindert
sterk. Aan de differentiemethode is de voorkeur gegeven omdat deze meer
mogelijkheden tot uitbreiding biedt; bovendien is de differentiemethode nauw-
keuriger.

De in dit artikel gevolgde rekenwijze is in wezen voor ieder materiaal en
voor iedere doorsnedevorm te gebruiken. Wanneer de betreffende basisge-
gevens beschikbaar zijn, zoals het AM/—N-x-diagram (c.q. f—N—x-diagram) van
een kolomdoorsnede en het AM—g-diagram voor de verende inklemming, dan
is het probleem geheel volgens de gegeven methode op te lossen.

9 Conclusies

1. Het bezwijken van een kolom kan — rekening houdend met de uitbuiging —
worden veroorzaakt, doordat in de maatgevende doorsnede de breukstuik
wordt bereikt (vooral bij korte gedrongen kolommen), of doordat instabili-
teit intreedt voordat de breukstuik optreedt (vooral bij slanke kolommen).
Zonder berekening is in veel gevallen niet te voorspellen welke van de
beide bezwijkeriteria zal gelden.

2. Bij een kolom met constante beginexcentriciteit blijkt de bezwijkbelasting
athankelijk te zijn van:
a. het al dan niet gescheurd zijn;
b. de vorm van het o—e¢-diagram;
c. de grootte van de breukstuik c.q. elasticiteitsmodulus in de oorsprong.
De mate waarin deze factoren de bezwijkbelasting beinvloeden is af te leiden
uit de figuren 9, 10 en 16a...E. Het blijkt dat voor verschillende slankheids-
graden en beginexcentriciteiten de genoemde invloeden een sterk wisselend
effect op de bezwijkbelasting uitoefenen. Volgens fig. 16a...E vormt het
parabolische o—¢-diagram van alle beschouwde diagrammen in het gebied
van de grotere slankheden — dus wanneer bezwiiken wordt ingeleid door
instabiliteit — het veiligste uitgangspunt.

3. Uitgaande van een parabolisch o—¢-diagram zijn met de differentiemethode
onderzocht:
a. eenzijdig verend ingeklemde kolommen, waarop aan het vrije uiteinde
een verticale kracht, een moment en een horizontale kracht werken;
b. aan beide einden scharnierende kolommen, waarop behalve de nor-
maalkracht aan beide einden een moment werkt.
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ad a

De mate van inklemming (veerconstante) heeft grote invloed op de be-
zwijkbelasting (zie fig. 22 ... 26 en fig. 31). Bij een gegeven moment in de
maatgevende doorsnede (inklemming) neemt de bezwijkbelasting toe naar-
mate het aandeel van de horizontale kracht in dit moment groter wordt
(zie fig. 29).

ad b

De invloed op de bezwijkbelasting van de slankheid en de excentriciteiten
aan de beide kolomeinden is weergegeven in fig. 35a...d. Bij kleine slank-
heden blijkt de bezwijkbelasting bij excentriciteiten van verschillend teken
soms alleen afhankelijk te zijn van de in absolute zin kleinste excentriciteit;
dit wordt veroorzaakt door het feit dat bij het uiteinde waar de grootste
excentriciteit aanwezig is, de breukstuik wordt bereikt.

4. Bij een kolom met constante beginexcentriciteit blijkt de onderstelling, dat
de uitbuigingslijn sinusvormig is een veilig uitgangspunt (zie fig. 32).

5. De resultaten, die zijn weergegeven voor een gekozen waarde van e, =
3,50/00, kunnen door gebruik te maken van een eenvoudige transformatie
ook worden toegepast voor elke andere waarde van de breukstuik.
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